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5Введение
Как известно [1], распределения на дифферен
цируемых многообразиях занимают важное место
в теории дифференциальногеометрических струк
тур. Особое место среди распределений линейных
подпространств в однородном пространстве зани
мает распределение двумерных площадок в много
мерном евклидовом пространстве. Данная статья
посвящена изучению распределения двумерных
площадок в nмерном евклидовом пространстве.
Все рассмотрения в данной статье носят ло
кальный характер, а функции, встречающиеся
в статье, предполагаются функциями класса C∞.
1. Аналитический аппарат
Рассматривается nмерное евклидово про
странство En, отнесенное к ортонормированному
реперу R=(A
–
,ei
–), (i,j,k=
⎯
1,n
⎯
) с деривационными
формулами и структурными уравнениями:
(1)
Здесь символ <x–;y–>означает скалярное произ
ведение векторов x–,y–∈En.
В пространстве En задается распределение
(2)
Здесь символом Lp=(X
–
, x–1, x
–
2,…x
–
p) обозначается
pмерная плоскость (pплоскость) Lp⊂En, проходя
щая через точку X∈En параллельно линейно неза
висимым векторам x–1, x
–
2,…x
–
p.
В силу (1) и (2) дифференциальные уравнения
распределения Δ1n,2 имеют вид:
(3)
где величины A
α1i
α1 образуют внутренний дифферен
циальный объект в смысле Г.Ф. Лаптева [2] и удо
влетворяют дифференциальным уравнениям:
(4)
С учетом (1)–(3) замечаем, что в пространстве
En определено распределение:
(5)
с дифференциальными уравнениями
(6)
2. Распределение Δ2n,2 в пространстве En(n>4)
В подпространстве P 1n–2 пространства En рассмо
трим двумерную площадку L22, которая определяет
распределение
(7)
и задаётся так, что
(8)
Здесь величины ε–
α2
=e–
α2
+g
α2
α2e–
α2
удовлетворяют
дифференциальным уравнениям, которые являют
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ся дифференциальными уравнениями распределе
ния (7)
(9)
Из (1), (5) и (8) следует, что каждой точке A∈En
(n>4) в P 1n–2 отвечает (n–4)плоскость
(10)
В пространстве En рассматривается кривая k(t),
описываемая точкой A∈En и определяемая параме
трическими уравнениями
(11)
Здесь величины t i при фиксированных первич
ных параметрах, т. е. при ω i=0, удовлетворяют си
стеме дифференциальных уравнений δt i+t jπ ji=0,
причем δ – символ дифференцирования по вто
ричным параметрам [3].
Из (1) и (10) следует, что прямая
(12)
является касательной к кривой k(t) в точке А. Поэ
тому в дальнейшем будем считать, что смещение
в направлении (12) (или в направлении t) будет оз
начать смещение по кривой k(t).
Каждой точке A∈En поставим в соответствие
точки X∈L21 и Y∈L22 с радиусвекторами
Пользуясь (1), (3), (4), (6) и (7)–(11), получаем:
Символ (…) означает несущественные выраже
ния.
Отсюда получается следующее отображение
плоскостей L21 и L22, отвечающее точке A∈En при
каждом фиксированном направлении (12):
(13)
Здесь величины Gα2
α1i
определяются по формулам
(14)
и в силу (4), (6) и (9) удовлетворяют дифферен
циальным уравнениям:
(15)
причем явный вид величин G α2
α1ij
для нас несуще
ственный.
Геометрически отображение (13) характеризует
ся следующим образом [7. С. 34]:
(16)
Здесь символ T(Z)k(t) означает касательную к ли
нии (Z)k(t), описываемой точкой Z, соответствую
щей точке A∈En, вдоль кривой k(t). При этом пред
полагается, что точка X не является фокусом пло
скости L21 в смысле [4] вдоль соответствующего фо
кального направления (12).
Из (13) замечаем, что отображение Ft12, отвечаю
щее точке A∈En, при фиксированных ti определяет
ся двумя соответствующими функциями двух аргу
ментов.
Определение 2.1. Отображение Ft12:L21→L22, отве
чающее точке A∈En, называется отображением
Fta12 или Ft12→Fta12, если определяющие его функции
удовлетворяют условиям Коши–Римана [6].
Из (13) получаем, что в соответствии с опреде
лением 2.1 отображение Ft12 является отображением
Fta12 тогда и только тогда, когда
(17)
(t i – фиксированы).
Из (17) в силу (14) и (15) вытекает справедли
вость следующего утверждения.
Утверждение 2.1. Каждой плоскости L22⊂P 1n–2, со
ответствующей точке A∈En, в пространстве En отве
чает (n–2)плоскость, проходящая через точку A:
(18)
В соответствии с утверждением 2.1 и с учетом
(17) линейное подпространство Гn–2 определяется
системой уравнений
(19)
Здесь предполагается, что в общем случае вы
полняется условие
3. Поля инвариантных площадок L22⊂P 1n–2
В предыдущем разделе рассматривалось отобра
жение Ft12:L21→L22 при фиксированных t i, что приво
дило при таких ti к системам (17) или (19) при опре
делении Gn–2. В данном пункте выясним существо
вание инвариантных площадок L22 в точке A∈En, при
которых Ft12→Fta12 при определенных величинах t i.
Теорема 3.1. Каждой точке A∈En при n>4 в об
щем случае отвечает конечное число двумерных
площадок L22⊂P 1n–4 таких, что
(20)
Доказательство. Из (12) и (10) следует, что
t∈P 1n–4 тогда и только тогда, когда
(21)
Из (14) в силу (17), утверждения 2.1 и (27) полу
чаем, что условие (20) имеет место тогда и только

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тогда, когда n1=2(n–4) величин gα2
α2=–g
α2
α2 в точке
A∈En удовлетворяют следующей системе n1 нео
днородных алгебраических уравнений:
(22)
Рассмотрим якобиеву матрицу системы (22):
(23)
Подсчитаем ранг матрицы (23) при следующих
нулевых значениях величин g
α2
α2=–g
α2
α2:
(24)
что с учетом (22) приводит к следующим соотно
шениям:
(25)
С учетом (22), (24) и (25) замечаем, что в точке
A∈En (n>4) в общем случае существует следующий
тождественно ненулевой минор порядка n1=2(n–4)
матрицы (23):
(26)
здесь α2=
⎯
5,n – номера первых (n–4) строк, β2=
⎯
5,n –
номера следующих (n–4) строк. Поскольку опреде
литель B2 порядка n1=2(n–4) тождественно не ра
вен нулю в точке A∈En, то система (22) в общем
случае состоит из n1 алгебраически независимых
уравнений, а поэтому она допускает в общем слу
чае конечное число решений относительно
g
α2
α2=–g
α2
α2. Теорема 3.1 доказана.
Отметим некоторые частные случаи.
Теорема 3.2. В общем случае при n=6, когда
определитель
(27)
не равен тождественно нулю в точке A∈E6, точке A
соответствует единственная двумерная площадка
(28)
Доказательство. Из (11), (12) и (2) следует, что
t∈L21 тогда и только тогда, когда t α

1=0. Поэтому
с учетом (19) условие (28) выполняется тогда
и только тогда, когда n1=2(n–4)=2(6–4)=4 неиз
вестных g
α2
α2=–g
α2
α2 удовлетворяет системе четырех
линейных уравнений:
(29)
(α1,β1=1,2) с основным определителем (27), кото
рый, как легко видеть, не равен нулю в точке A.
Поэтому система (29) имеет в общем случае един
ственное решение относительно g
α2
α2=–g
α2
α2. Теоре
ма 3.2 доказана.
Теорема 3.3. В общем случае при n=8 точке
A∈E8 отвечает конечное число (n–4)плоскостей
(30)
Доказательство. Как и в теоремах 3.1 и 3.2 по
казывается, что условие (30) выполняется при
t∈L21L22 тогда и только тогда, когда n1=2(n–4)=
=2(8–4)=8 величин g
α2
α2=–g
α2
α2 удовлетворяет систе
ме восьми алгебраических уравнений:
(31)
Как и в случае системы (22) доказывается, что
система (31) состоит в общем случае из алгебраи
чески независимых уравнений. Поэтому она опре
деляет в общем конечное число решений относи
тельно g
α2
α2=–g
α2
α2. Теорема 3.3 доказана.
Выше были выделены случаи n=6 и n=8 инва
риантного определения в точке A∈En двумерной
площадки L22, геометрически отличного от общего
случая, о котором идет речь в начале данного раз
дела. Далее приведем другие геометрические ха
рактеристики случаев n=6 и n=8.
Точке A∈En сопоставим точку Z∈P 1n–2 с радиус
вектором:
Пусть точка Z∈P 1n–2 описывает характеристиче
ский элемент H⊂P 1n–2 в любом направлении t∈L21
(t α1=0), т. е. точка H и вся ее первая дифферен
циальная окрестность не выходят из P 1n–2 вдоль
t∈L21. Тогда из
(32)
с учетом (6) и (11) при любом tα1 получаем следую
щую систему четырех линейных уравнений с (n–2)
неизвестными Zα1, определяющих характеристиче
ский элемент Hn–6⊂P 1n–2:
(33)
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Из (33) и (32) следует, что (n–6)плоскость
Hn–6⊂P 1n–2 существует при n–2≥4⇔n≥6. В частности,
в пространстве E6 подпространство Hn–6 является точ
кой H0⊂P41, в пространстве E7 – прямой H1⊂P51, в про
странстве E8 – двумерной площадкой H2⊂P61 и т. д.
Из (32) в соответствии с [4] и с учетом (33), (2)
и (3) заключаем, что множество всех фокусов
Z∈P 1n–2 вдоль фокальных направлений t∈L21, отве
чающих точке A∈En, образует фокусный конус
K 2n–3 второго порядка с вершиной Hn–6⊂P 1n–2(n>6):
(34)
где
(35)
Проведем в точке A∈En такую канонизацию ор
тогонального репера R={A
–
, ei–} , при которой имеют
место соотношения (25) и B2≠0 (см. (26)). Из (4),
(14), (15), (24) и B2≠0 получаем
Здесь явный вид величин Aα2
α2 ij
для нас несуще
ственный, причем в силу (1) имеем
(36)
Из (34) следует, что канонизация ортонормаль
ного репера R, осуществленная по формулам (25) и
B2≠0, в соответствии с [5] существует на любом ра
спределении Δ1n,2:A→L21, на котором B2≠0. В соответ
ствии с теоремой 3.1 и с учетом (24), (25), (8), (10)
и (14) эта канонизация характеризуется тем, что
(37)
Здесь плоскость L22 в точке A∈En геометрически
определена в теореме 3.1. В случае B=0 плоскость
L22 определяется бесконечным числом способов.
Замечание 3.1. Из (25) и (3) следует, что в точке
A∈En имеют место дифференциальные уравнения:
(38)
Замечание 3.2. Из (5), (19), (36), (25) и того, что
ранг матрицы (23) равен двум, следует, что
Имеет место следующая теорема.
Теорема 3.4. Пусть в точке A∈En выполняются
условия:
1. Двумерная площадка L22⊂P 1n–2, о которой идёт
речь в теореме 3.3, не принадлежит Hn–6 (n>8);
не содержит H0 (n=6), не содержит H1 (n=7) H1
(n=7); не совпадает с H2 (n=8).
2. Функции, определяющие отображение Ft12:
L21→L22, удовлетворяют условиям Коши–Римана
при любом t∈En.
3. Распределение Δ1n,2:A→L21 является голоном
ным [1].
Тогда коника Q12=L21K 2n–3 является окружно
стью с центром в точке A∈En.
Доказательство. Из (1)–(3) следует, что инте
гральные кривые, описываемые точкой A∈En
и принадлежащие распределению Δ1n,2 в смысле [1],
определяются дифференциальными уравнениями
Пфаффа
(39)
С учётом (1) и в соответствии с [1] заключаем,
что система (41) является вполне интегрируемой,
т. е. распределение Δ1n,2 является голоморфным,
тогда и только тогда, когда
(40)
Из (13)–(17), (25), (38) и (40) с учётом (39)
и условия 2 теоремы, заключаем, что в точке A∈En
выполняются соотношения
Тогда из (35) получаем следующие соотношения
Поэтому из (34) и (37) следует, что коника Q 12, о
которой идёт речь в настоящей теореме, определя
ется уравнениями
где
Это означает, что Q12 – окружность с центром
в точке A радиуса r. Теорема доказана.
1 2 1 2
31 41
1
.
( ) ( )
r
A A
=
+

21
2 3 2 4 2 2
1
( ) ( ) , 0, 0,Q x x r x x
α α
⇔ + = = =
1 2 1 2
34 33 44 31 41
0, ( ) ( ) .A A A A A= = = − −
2 2
1 1 1 1
4 3 4 3
2 1 1 2 12 21
, , .A A A A A A
α α
α α α α
= = − =
   
1 1 1 1
1
12 21
0 .D A A
α α α α
α
ω ω∧ = ⇔ =

1
0.
α
ω =
1 1
2 2 4 5
( , , , ).
n n n n
A e e
− − −
Γ Γ = Γ =∩ …
12
12 12
12
12 12
4 3 4 3
2 1 2 1
4 3 4 3
1 2 1 2
12 12 12
( ) ,
( ) ,
( , , 1, 2, 3, 4).
A A
A A
α
α α
α
α α
ω ω ω
ω ω ω
α β γ
− = −
+ = +
=
2 1
2 3 4 4 5
( , , ) ( , , , ), ( 4).
n n
L A e e P A e e n
−
= ⊥ = >…

  

2 22 2 2
2 22 2 2
.
i
i
i i
A A A
α α αα α
α αα α α
ω ω ω= − = − ⇔ = −
 
 

   
2 2
2 2
2 2 2 2 22 2
2 2 2 2 2 2
2
,
.
i
i
j j
i i i j i ij
A
dA A A A A
α α
α α
β βα α α α α
α α β α β αβ
ω ω
ω ω ω ω
=
+ − − =
     
1 1 1
1 1 1
1 2 2 1
( 1 )2 ( 1 )2
1
( ).
2
A A A A A
α β α β β α
= −
 
 


1 11 1
1 11 1
2
3
: 2 0,
n
K A z z A z
β αα α
α β α α−
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